Geometria analitica-2° Bachiller (enero 2011)

VECTORES EN EL ESPACIO

Segmento que une dos puntos (direccion, sentido y medida-modulo).

o A(2,10) yB(-3,2,3)

o \Vector Py (-3-2,2-1,3-1) = (-5,1,2)

0 Medida o médulo: |;9>| =+-52+12+22 =+/30

o Distancia entre dos puntos: médulo del vector que une dichos puntos.

Sumayy resta de vectores se suman sus coordenadas.

Vectores linealmente dependientes si hay una combinacion lineal de ellos que es igual al
vector cero, sin que sean cero todos los coeficientes.

3 vectores son linealmente independientes si el determinante de la matriz que forman es
distinto de cero. Forman una base (ortogonal cuando son perpendiculares y ortonormal
cuando ademas su médulo es igual a la unidad). Tienen distinta direccion.

0 Y son dependientes cuando uno se puede poner como combinacion lineal de los otros.
Son paralelos y sus coordenadas son proporcionales. Su determinante es cero. Tienen
la misma direccién.

0 Se puede comprobar mediante rangos (determinantes) y mediante ecuaciones. Base
canonica.

Vectores perpendiculares si su producto escalar es cero 2= 0

o 7 = (u11u21u3) 7 = (17111721173)
0 wv; +uyv, +uzvys =0
Combinacién lineal de tres vectores. =2 - +3 - +3 -
w u v Z
Vectores linealmente independientes: sus componentes no son proporcionales (determinantes

distinto de cero)

Baricentro: medianas unen el vértice con el centro del lado opuesto.
o B= (x1+x32+x3 ;Y1+YZ+Y3)
Producto escalar de dos vectores. - - = |;>| . |;>| LCOS @ = Uy Uy + Uy, V¥ Us Vs

Uq.V1+UV2+U3V3
\/ulz+u22+u32+\/v12+v22+v32
0 El producto escalar de dos vectores perpendiculares u ortogonales es cero.
Distancia entre dos puntos A = (x1,y1,2,) B = (x3,¥2,2;)

o d(4,B)= \/(xz —x1)2 + (¥, —y1)? + (2, — 21)?

O COSsa =

Vectores paralelos si sus coordenadas son proporcionales. (estos vectores son iguales y se
obtienen multiplicando las coordenadas de uno por un nimero).

Angulo entre dos rectas: es el menor de los angulos que forman los vectores directores.
Angulo entre dos planos es el menor de los angulos que forman sus vectores normales.

Angulo entre recta y plano. Es el angulo complementario que forman el vector director con el
vector normal del plano (seno)

Vector unitario se obtiene al dividir sus coordenadas por su médulo.

Las coordenadas de un vector respecto a una base son los coeficientes de la combinacion
lineal.



e Producto vectorial:paralelogramo y triangulo.
o El resultado del producto vectorial de dos vectores es un nuevo vector cuya direccion
es perpendicular al mismo tiempo a los dos. Cuyo modulo es el productos de los

Uxv=n Uy U=

maodulos de los vectores y su sentido el de la regla del sacacorchos.

‘UXV‘= ‘UHV‘SEHCI

uxv

<]

by U
vz Vs

th Uz th Up

i-

A
=1

Vi V3 v Vo

Vi V2 V3

o Area del paralelogramo coincide con el médulo del producto vectorial de los vectores

que forman el paralelogramo (valor absoluto):

= |u‘-h: ‘u“v‘senc:::: ‘uxv‘

o Area del triangulo: también se utiliza para hallar el area de un triangulo (valor absoluto)

— —.-‘

A:l‘uxv
2

0 A través del producto vectorial se calculas las coordenadas del vector director de una

recta, multiplicando los vectores normales de los planos que la forman.

e Producto mixto: (paralelepipedo y tetraedro) es el resultado del producto escalar de un
vector por el producto vectorial de otros dos vectores.

(0}
(0}

El producto mixto se representa por [, v, E]_

El producto mixto de tres vectores es igual al __ _ __ |Y Y
determinante que tiene por filas las coordenadas de [U:V:W =YL ¥z
dichos vectores respecto a una base ortonormal. w, oo

Ly
LE"

!.'1.|'3

Volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los vectores que concurren en el

mismo vértice.

Volumen de un tetraedro es 1/6 del producto mixto de los vectores que concurren en

el mismo vértice.

Si tres vectores son linealmente dependientes, es decir, si son coplanarios, producto

mixto vale 0.



ECUACIONES DE LA RECTA: punto A (-1,3,2) y vector de direccién 2= (25,-3)

Vectorial (x,y,z) = (-1,3,2) + k(2,5,-3)

x= —-1+k2
e Paramétricas {y = 3+ kS}
z=2+k -3
o Continua*t=223-22
2 5 -3

e Ecuacion general o implicita (Ecuaciones de dos planos que se cortan en la dicha recta)
0O 5x—2y+11=0
o 3y+5z—-1=0
e Como pasar de una implicita a una continua, paramétrica o vectorial.
o0 Igualando z a t; y resolviendo el sistema de dos incognitas por Cramer.
" 5x—-2y+3z-7=0
= x—3y+5z2—-3=0
" S5x-2y=7-3t
= x—3y+=3-5¢

_ 15 t

P otri s

= Paramétricas _ 8 28t
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e Por matrices |u; u, us|;vectoresuy v, son los vectores normales de los planos que forman

V1 Uy V3

la recta y el vector (i,j,k) es el vector de direccién de la recta.
e Producto vectorial de los dos vectores normales de los planos que forman la recta, dan lugar al
vector director de la recta.



ECUACIONES DEL PLANO: punto A (-1,3,2) y dos vectores (con distinta direccion, independientes)
de direccién;> =(3,-21) == (2,5,-3)

e Vectorial (x,y,z) =(-132)+ t(3,-2,1) +s(2,5,-3)
x=—-1+3t+2s
e Paramétricas {y = 3-2t+ 55}
z= 2+t—3s
e Ecuacion general o implicita (matriz de 3 vectores uno formado por la resta de dos puntos y los 2 vectores
de direccion- su determinante debe ser igual a cero)
0O x+11y+192—-70=0

XK -—X; 4y v

u v
- u v. =0 :|2 2|
y-¥g Uz ¥ A wy vy
1 1
B=ly o
Uz U3
u; 1
€=y vl
U; Uy

Ax+By+Cz+D=0

Ecuacion segmentaria del plano E + % + f = 1 (a, by c puntos de cortes con sus respectivos
ejes):a:_TD b:_?D c:_C—D

Si un plano contiene a una recta su vector de direccién pertenece al plano. Con dos puntos del
plano también se puede obtener otro vector de direccion

Como pasar de la ecuacion general a la paramétrica o vectorial. Se buscan dos pardmetros

igualando xatyzas, despejando lay. 4x-2y+5z =8

X = t
o Parameétricas {y = 4-2t—- gs}
Z = S
Vector normal del plano 5x-2y+3z-9=0, es el vector perpendicular al plano (5,-2,3). Se puede
calcular a ecuacion del plano a partir de este vector y un punto.
(A,B,C) Coordenadas del vector del plano.



PUNTOS Y PLANOS

e Punto medio de un segmento, semisuma de las coordenadas de los puntos extremos.

_ X1tXy —_Y1t)2 _Z1t+2
Xm == Ym =", IZIm=—,
e Baricentro: la media de las coordenadas de los vértices.
_ X1tX+X3 _ V1tY2tY3 _ Z1tZy+2z3
O Xm==—— Ym=" 0 Im =

e Puntos alineados: 3 puntos estan alineados si estan una mima recta y por tanto el rango
de los vectores determinados por ellos es 1.

e Puntos coplanarios (estan en un mismo plano): 2 0 mas vectores son coplanarios si son
dependientes y su rango es 2. Dos 0 mas puntos son coplanarios si los vectores
determinados por ellos son coplanarios.

e Planos cartesianos:

o0 Plano OXY z=0

o0 Plano 0XZ y=0

o Plano 0YZ X=0
e Ejes cartesianos:

o EjeOX x:t( 0

) vector direccion (1,0,0)

N RN R

o EjeOYy y=t ( ) vector direccion (0,1,0)

=
OOOOO

o EeOz z=t ( ) vector direccion (0,0,1)

o]
e Rectas paralelas cuando solo varia el término independientes D de las ecuaciones de los
planos que la forman y el resto de términos son proporcionales.
e Planos paralelos cuando solo varia el término independiente D de sus ecuaciones y el resto
de términos son proporcionales.



@x +hytez=d mrtayt pz =g
7o 7
' axthyteo,z=d, : pLEta Yt Pz =g,

Posiciones de dos rectas:

Llamaremos A a la matriz del sistema formado por esas cuatro ecuaciones, y A*a la
ampliada.

@ b og @ & o d
A= @, by o 4= @ b, ¢ .d,
ST W SO TG TS
P Ry Py M My Py gy

Estas son las posibilidades:

=

rang(A) = 2, rang(A*)=2. Entonces, son dos rectas coincidentes. (SCI)

rang(A) = 2, rang(A*)=3. Entonces, son dos rectas paralelas, distintas. (SI)

3. rang(A) = 3, rang(A*)=3. Entonces, son dos rectas secantes; su punto de corte es
la solucion del sistema. (SCD)

N

4. ragn (A) = 3 ,rang(A*)=4, es decir, Det(A*) # 0. Entonces, se dice que las rectas
se cruzan. (Sl)

Dos rectas que se cruzan siempre podran situarse en dos planos paralelos. Ademas, éste es el Gnico caso
en el que no existe un plano que contenga las dos rectas (rectas no coplanarias)

Rectas definidas por un punto y un vector

Al x z 0= Uy, U,
Si la recta r viene determinada por (xery2s 1:]y { v 3)

E{XZrerzzj E={V1JV2JV3)

y la recta

S por y , la posicién relativa de r y s viene dada
por la posicion de AB, Uy v
Hy Yz _Ys
si 1 Y2 Va hay dos posibilidades:



1. Rectas coincidentes si
Xo—dy Yook &7 4 ~ r_—
Ly L L

X=Xy ¥a™ ¥y o Xz_x1¢zz_31
. L L L L
2. Rectas paralelas si 1 2 1 3
B =
S
v —
— -—-—
A u r
¥ LU LU
b Al
Si Vi Yz Vs hay otras dos posibilidades:
3. Rectas secantes (Rango =2) si . B

Ny — Xy Uy vy
Vo =¥y Uy Vu|=0
Iy - Zy U Vg

4. Rectas que se cruzan (Rango =3) si.

1 Y1V .

Vo= Uy vi=0 :
L7 4 Uz Vg

Ny — X




ax+hy+oz =d

: Tomxtavtps=
a2x+b2y+cgz=d2} et

Posiciones de recta y plano:

Llamaremos A a la matriz del sistema formado por esas tres ecuaciones, y A*ala
ampliada.

@ b g @ b oo 4
moor P moon p 4

Estas son las posibilidades:
1. rang(A) = 2, rang(A*)=2. Entonces, la recta esta contenida en el plano (fig. 1).(sci)

2. rang(A) = 2, rang(A*)=3. Entonces, la recta es paralela al plano, y no contenida en
él (fig. 2). (sI) El vector de direccién de la recta y el vector normal del plano son perpendiculares.

3. rang(A) = 3, rang(A*)=3. Entonces, se dice que la recta es secante al plano.
El punto de corte es la solucion del sistema (fig. 3) (scp)

Es importante darse cuenta de que el paralelismo de recta y plano se da exactamente
cuando Det(A) = 0.

La recta viene definida por un punto y un vector

Sea una recta definida por el punto A y el vector U y un plano T cuyo

—

rector normal es . Las posiciones relativas de la recta y el plano son:

Posicidn tn A

Recta contenida en el

I
(@)
m
3

plano
Recta y plano paralelos =0 £

Recta y plano secantes 0



Recta contenida en el plano

Recta y plano paralelos

Recta y plano secantes

Otra forma es sustituyendo los valores de la recta en forma paramétrica en la ecuacion del
plano. Si nos da un valor real para t, son secantes y se cortan en ese punto; si ho obtenemos
un valor para t son coincidentes si el punto de la recta pertenece al plano y son paralelas si el
punto de la recta no pertenece al plano.



- B + + = . + + =
Posiciones de dos planos: 710 @¥*&ytoz=d, Wi axtdytoz =d,

axthy toz=d

. . thyteoz=
Para el sistema formado por ambas ecuaciones, {"Iﬁx by ez ‘f?}, caben las
siguientes posibilidades:

a h_a d
1. % % % % gponces los planos coinciden (fig. 1) R(A)=R(A%)=1 (SCI)
ﬂ; =£ cl == dl

2. % % & 4 Eponces son planos paralelos (fig. 2) R(A)=1y R(A*)=2 (SI)

3. En cualquier otro caso, el rango del sistema es 2, y entonces los planos definen

una recta (fig. 3) R(A)=R(A%)=2 (scna— % + 2—1
2 2 2
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Posiciones de 3 nlanos:
Foax+byr+az=d  moarx+byr+oz=d, mooarx+by+cz=d

Llamaremos A a la matriz del sistema formado por esas tres ecuaciones, y A* ala
ampliada.

Estas son las posibilidades:

1. rang(A) = 1, rang(A*)=1. Entonces, los 3 planos @ _h_5_4 coinciden.
(scry a, B oo 4
2. rang(A) =1, rang(A*)=2. Entonces, son 3 planos a B e . 4, paralelos
Lebetecl

(Dos de ellos pueden coincidir.) (sI) a, b o, d

3. rang(A) = 2, rang(A*)=2. Entonces, los 3 planos contienen & & ¢ 4 Uuna

misma recta (planos de un haz) (Scly (Pueden ser dos coincidentesyel 4
secante) 2 2

4. rang(A) = 2, rang(A’)=3. Entonces, hay dos posibilidades: (si)

a) Hay 2 planos paralelos, y el otro los corta @ B o _d
b) Los tres son caras de un prisma triangular 1= 3 =1 = .:f_l
(se cortan dos a dos) i T B B

5. rang(A) = 3, rang(A’)=3. Entonces, los planos tienen exact.un punto comun (caras
de triedro) (SCD)

Caso 3 Planos de un haz Caso 4a: Dos paralelos y ofrono Gaso 4b: Caras prisma friangular
ey

L

Caso 5: Tres caras de un triedro
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Las posicones relativas de los tres planos vienen dada por la siguiente

tabla:
r r Posicion
3 3 1. Planos secantes en un punto
2.1 Planos secantes dos a dos (prisma).
2 3
A B C D
— == == — 2.2 Dos planos paralelos y el tercero
A B ¢ D secante.
3.1 Planos secantes y distintos.(Haz de
planos)
2 2
A8 O 0o o
=TT ST 3.2 Dos planos coincidentes y uno secante.
4.1 Planos paralelos y distintos dos a dos.
1 2
A B C D
A8 O o 4.2 Planos paralelos y dos coincidentes.
1 1 5. Planos coincidentes.

HAZ DE PLANOS PARALELOS:
e  Varian unos de otros en el término independiente (se calculan sabiendo un punto).
e Ax+By+Cz +k =0 (calculamos K dependiendo del punto por donde pasan).

HAZ DE PLANOS DE EJE R
e Hallamos k sustituyendo en las ecuaciones el valor del punto por donde pasan (deben pasar por un punto y ser paralelos a una
recta

e Ax+By+Cz+D+k(A'x+By+Cz+D")=0

12



DISTANCIAS ENTRE RECTAS Y PLANOS

e  Proyeccion de un punto sobre un plano:

O Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por el punto (vector director el vector normal
del plano.)

O Calculamos la interseccion de dicha recta con el plano.

O Punto simétrico: el punto proyectado sobre el plano es el punto medio entre un puntoy su
simétrico.

e Proyeccion de un punto sobre una recta:

O 1°método: hallar plano perpendicular a la recta que contiene al punto (vector normal del plano
coincide con el vector director de la recta). Calculamos la interseccion del plano y la recta.

O 2°método: buscamos un punto genérico de la recta r (ecuacion paramétrica). El vector que
forman el punto con el punto genérico y el vector directo de la recta son perpendiculares por lo
que su producto escalar es cero. Obtenemos el pardmetro y calculamos las coordenadas.

e Proyeccion de una recta sobre un plano

O Sison perpendiculares se calcula hallando la interseccion.

O Sisonincidentes: recta formado por el punto de corte y la proyeccion de un punto cualquiera de
la recta. Otra forma buscamos un plano que contiene a la recta y es perpendicular al plano
(vector director de la rectay vector normal del otro plano); la recta proyeccion es la interseccion
de los dos planos.

O Sison paralelos, se eligen dos puntos de la recta y se proyectan, la hueva recta se forma con los
puntos proyectados.

e Recta simétrica de otra recta respecto a un plano:

O Si es paralela se buscan dos puntos simétricos y se forma la nueva recta.

O Siesincidente un punto es el de corte y el otro uno simétrico de uno cualquiera elegido de la
recta, con esos dos se forma la nueva recta.

e Recta que se apoya en otras dos:
O Sipasa por un punto (1,2,3):
®=  Plano que contiene al punto (1,2,3) y a unarecta.
®=  Plano que contiene al punto (1,2,3) y a la otra recta.
® |nterseccion de esos dos planos es la recta buscada.
O Sies paralela auna recta dada (lleva el vector director de estd).
®=  Plano que contiene a una recta con dicho vector director.
®=  Plano que contiene a otra recta con dicho vector director.
® |nterseccion de esos dos planos es la recta buscada.
e Distancia entre dos puntos: modulo del vector que los une.

0 d(A,B) = |AB| = \/(x; — x1)% + (v — y1)? + (2, — 21)?
e Distanciade un punto al plano. P (xy,y0,2,) yplanom = Ax+ By + Cz+ D
o d(p,T[) — |AX()+By0+CZ()+D|

e Distancia de un punto a una recta: se halla su proyeccién [ plano que contiene al punto y es
perpendicular a la recta (médulo del vector que forman punto de corte entre el plano y la recta y el
punto indicado)]

O También por vectores (vector director de la recta, vector distancia y vector que une el punto
con uno cualquiera de la recta elegido al azar, deben ser dependiente y calculamos el vector
distancia por matrices).

P

A

£l

e Distancia entre dos rectas paralelas, se elige un punto de una de ellas y se calcula la distancia del mismo
a laotra recta.
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O También se halla un plano perpendicular a la rectas (r y s) u que pase por un punto de larectar
(Pr). Interseccion del plano con la recta s (Pb). La distancia entre las dos rectas el igual a la
distancia entre dichos puntos (Pry Pb).

e Distancia entre dos rectas que se cruzan, se calcula sobre la perpendicular comun.

=i
d(r,5)=h=%=%

O También plano que contenga a una recta y sea paralelo a la otra. Distancia de un punto de la
recta paralela a ese plano.

O También hallando el vector perpendicular a las dos (por la resta de las ecuaciones
parameétricas). Su médulo es la distancia.

e Distancia entre planos paralelos
I xp) -
A% 4B 47
e Recta perpendicular comin a otras dos
O Buscamos un vector perpendicular a los dos vectores directores de la recta (producto vectorial).
O Plano que contiene a una recta y a dicho vector perpendicular.
O Plano que contiene a la otra recta y a dicho vector perpendicular.
O Larectabuscada es la interseccion de esos dos planos.
e Recta paralela a dos planos es también paralela a la recta que forman esos dos planos.
e Lasrectas paralelas solo varian en el término independiente.
e Siun plano es perpendicular a otro, el vector normal del segundo es un vector director del primer plano.
e Siunarecta es perpendicular a un plano su vector director coincide con el vector normal del plano.
e Siun plano es perpendicular a una recta, los vectores normales de los planos que la forman son los
vectores directores de ese nuevo plano.
e Siunarectay un plano son paralelos el vector de direccién de la rectay el vector normal del plano son
perpendiculares. Su producto escalar es cero.
e Siunarectay un plano son perpendiculares el vector de direccién de la recta y vector normal del plano
son paralelos. En consecuencia son proporcionales.
e Para hallar donde se cortan unarectay un plano se sustituyen las ecuaciones paramétricas de la recta en
la ecuacién del plano y se calcula el parametro.
e Rectaque pasa por un punto y esta contenida en un plano y es perpendicular a otra recta se halla como
la interseccion de dos planos:
O Plano contenida en ella

O Plano cuyo vector normal es el de la recta perpendicular a dicha recta y su variable D se halla
sustituyendo el punto en la ecuacion del plano.
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